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2.1 FUNCIONS REALS DE N VARIABLES
2.1.1 CONCEPTE, DOMINI | CORBES DE NIVELL

Definicio de funcid escalar

L'estructura basica sobre la qué ens mourem sera I'espai euclidia R”
al producte escalar estandard o habitual 7" a la plana 17. En general, i
definicié, una funcid escalar real és tota aplicacié de la for
AcR —5R

% =(x,...x)e A—z=F(X)=F(x,-..,

7

on AcR” és el conjunt de punts (o vectors) de R” que tene

funcié i que s'anomena domin.

Exemple:

Funcions exponencials:
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Exemple:

Determina analiticament i graficament el domini de la funcio escalar: f(x, y) = \/ X+ y2 -1
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CORBES de nivell d’una funcid escalar:

Ja sabem que la representacié grafica d'una funcié d'una variable és una corba

en el pla. Doncs bé, la d'una funcié escalar z =#(x,y) és una “superficie” en

I'espai i dibuixar-la pot arribar a ser complicat. Graficament:

z

Fab)p

Flxy)

El que es fa generalment és simplificar el problema tot estudiant només le:

corbes de nivell associades a la funcié. Aquestes corbes

superficie z=F(x,y) per un feix de plans paral-le

que en resulten sobre el pla base XY. Aixi doncs, les cort

funcié A c RZ—7—R sén les corbes del pl nades per la igu
F(x.y)=k.a

i que denotarem per ¢, . Grafical

Exemple:
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Exemple: Una empresa monopolistica que produeix dos articles de consum, A i B, sap que els
seus beneficis venen donats per la funcié:
B(x,y) = 100x + 200y — x?> — y? — 10.000 u.m.
onx > 0iy > 0denoten, respectivament, les quantitats produides de A i de B. Sabent que la
corba de nivell ¢, d’aquesta funcié de beneficis és la circumferencia:
(x —50)% + (y — 100)% = 2500 — k
prova que el benefici maxim de 'empresa, que és de 2500 u.m., s’assoleix quan es fabriquen

50 unitats de Ai 100 de B.

2.1.2. DERIVADES PARCIALS | DIRECCIONALS. VECTOR GRADIENT. MARGINALITAT.

Derivades parcials i direccionals.

Recordem que una funcid real d'una variable y = f(x) és derivable en a € Domf c Rsi

existeix el limit del quocient incremental:

e +t) — f(a)
0 N —

t—0 t

=f'(a) €R.

Definicié: La funci6 z = f(X) = f(xq, ..., X,) té derivada en @ = (ay, ..., a,) € Domf
segons el vector U € R" si existeix el limit:

. f(&"'tﬁ)_f(a) . f(a1+t'ulr---:an+t'un)_f(alv---ran)
lim t =1t1_r)ré t

= fi(@) ER

t-0
En particular:
1. Siu € R™ és unitari, f;(a@) és la derivada direccional en @ € Domf segons u € R".71
®
2. Siu=¢ = ( 0, T ,0 ) és el vector vector i-ésim de la base canodnica de R", fg,'i(d) és

la derivada parcial i-ésima en d € Domf que expressada en components és:

f@) = }:il’)réf(alj e+t ...,ani —f(ay, .., q ..., a,) — (Notacié) = 6/;}(:1)) -
Carrer Joan Ohiks -3 @ www.academianovaonline.com fef: 936117 &
08034 Barcelona WhatsApp: 671227 46



NGVA

Exemple: Calcula, a partir de la definicid, la derivada direccional

puntd = (1,1) segons el vector unitari associat al vector (1,V3).
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+ Calcul de les DERIVADES PARCIALS a partir de les regles de derivacid

Exemple: Calcula les derivades parcials de les funcions escalars:

1. z=f(xy) = 4x* - 7y* + 2x*y — 75y + 8.

2. z=f(xy) =%-ln(%).
3. z=f(x,y) =xY
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Aplicacions a les DERIVADES PARCIALS:

Creixement i decreixement parcial d’una funcié escalar:

Definici6: La funci6 escalar z = f(¥X) = f(x, ..., x,) enun puntd = (ay, ...,a,) € Domf
1. Es creixent respecte la variable i-éssima x; si:
of (a
@ .
axi

2. Esdecreixent respecte la variable i-éssima x; si:

of (@)
6xi

<0.

Exemple: Estudia en el punt (1,2) el creixement i/o decreixement de la funci6 escalar:
xt+y

Z:f(XIY)=m-

Vector GRADIENT d’una funcié en un punt

Definicié: El vector gradient (o gradient) d'una funcid escalar z = f(¥) = f(xy, ..., X,) en
un punt del seu domini @ = (ay, ..., a,) € Domf és, per definicid, el vector que té per
components les derivades parcials de la funcié en el punt. Es a dir:

of(a) af<a)>

0x, x,

VA@) = (

Cal remarcar que el gradient d'una funcié escalar de n variables en un punt és un vector que
té n components. Per tant, si alguna de les derivades parcials que apareixen en la definicié no

existeix, tampoc existeix el vector gradient.

Exemple: Calcula, si existeix, el gradient en el punt (1,0) de les funcions escalars:

Mz=few="02)z=fxy) =Jxy.
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Determina los gradientes de las funciones f(x,y) en los
puntos que se indican:

a) f(z,y) =1n (2® +y?) en Py(1,~1)

b) f(x,y,2) = 62° + 4ay® + 3yz + 23 en Py(1,—1,0)

¢) f(z,y,z) =alnz+blny+clnzen B

rcial i-éssima en
x el limit:

N PR |
L Tl.) E R.

Aleshores, fe

e+ 1, 0,a,) — flag, .., aq ., ap).

Per tant, la derivada par s mesura, aproximadament, la variacié del valor de la

funcié en (ay, ..., a,) quan la essima a; augmenta u = 1 unitats.
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Exemple: Si: N ‘ VA

B(x,y) = 1100x + 1300y — 2x2 — 2,5y% — 70.000
és la funci6 de beneficis associada a la produccié i venda de dos articles Ai B en les
quantitats de 250 i de 220 unitats, calcula aproximadament I'increment dels beneficis si la

produccié i venda de B augmenta u = 1 unitats.

Aplicacién econémica: ELASTICITATS PARCIALS

Sigui una funci6 economica z = f(¥) = f(xy, ..., X,) que admet derivada parcial i-éssima en
un punt del seu domini @ = (ay, ..., a,) € Domf, és a dir, que existeix el limit:

af(@ _ limf(al, e @i+t e, ay) — f(ag, o, @y e, @)
ox;  t50 t ’

Llavors, 'elasticitat parcial i-éssima de la funcio en aquest punt, que per definici6 és igual

.. a (of(a)
E.f(@) = @ ( & )

ens mesura, aproximadament, I'increment percentual de la funcié z = f(¥) = [ (xq, ..., x,)

al'expressio:

quan la component i-éssima de @ = (ay, ..., @, --., @,) augmenta un r% = 1%.

Exemple: Si:

B(x,y) = 1100x + 1300y — 2x% — 2,5y — 70.000
és la funcié de beneficis associada a la producci6 i venda de dos articles A i B en les
quantitats de 250 i de 220 unitats calcula, de forma aproximada, I'increment percentual dels

beneficis si la produccié i venda de A augmenta un r% = 2%.
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2.1.3. FUNCIO DIFERENCIABLE. HIPERPLA TANGENT

Ja sabem que, en una variable, tenir derivada en un punt és equivalent a tenir recta tangent
pel punt. En el domini de les funcions escalars aixo no passa sempre, és a dir, que existeixen
funcions que admeten vector gradient en un punt pero no “hiperpla tangent”, que és
I'equivalent a la recta tangent. Les funcions escalars que admeten hiperpla tangent en un

punt sén les anomenades funcions escalars diferenciables en el punt.

Definicid: L’hiperpla tangent p a una funci6 z = f(X) = f(xy, ..., x,) en un punt del seu
domini @ = (ay, ..., a,) € Domf és el lloc geométric del punts X = (x4, ..., x,,) que satisfan
I'equacié vectorial:

of(a of(a
RN

- Orn — ap)-

z=f@+ V(@ - F—-ad)=f@+

En dues variables, I'hiperpla tangent a una funcié z = f(x, y) en un punt (a, b) és el pla

d’equacio6:

9f(a,b) 9f (a, b)
ox A ay

z=f(a,b)+ (x—a) (y —b).

En tres variables, 'hiperpla tangent a una funcié u = f(x,y, x) en un punt (a, b, ¢) té per
equacio:

" df (a, b, c) .

(=) + =52 (= b)

daf(a,b,c)
— (z—=o).

u=f(ab,c)+ +0f(i;7.zb.c).

Exemple: Troba l'equaci6 del:

1

1. Platangent a la funcié escalar z = f(x,y) = 1% enelpunt (0,1). = S - R

2. Hiperpla tangent en el punt (1,2,3) ala funcié u = f(x,y, z) = In(xyz).
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Funcio escalar DIFERENCIABLE.

La definicié de funcié escalar diferenciable es pot donar de moltes maneres i
nosaltres, aqui, considerarem la que involucra la nocié d'hiperpla tangent. En
concret, diem que la funcié escalar A c R” —-—R és diferenciable en un punt

a € A si admet hiperpla tangent en aquest punt.

Una aplicacio important del concepte de diferencial esta relacionada amb el
cdlcul aproximat del valor d'una funcié escalar en un punt. A tal fi, es pot
provar que si Ac R"— R és diferenciable en @ e A llavors el valor de

f(X).amesura que X s'acostaa a, és aproximadament igual a I'expressié:

(%)= £(@)+ £ (5 -a) e

of(a)
ox,

n

61

(Xn —all)'

Teoremas sobre FUNCIONS ESCALARS DIFERENCIABLES.

Exemple: Prova que la funcid escalar:

A
flxy)=1x+y
0, x+y=0

x+y=0

no és diferenciable en el punt (0,0).
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Exemple: Determina la derivada direccional de la funcid diferenciable:

X_
=Sy

en el punt (10,3) segons el vector unitari associat a (13,-7).

Exemple: Prova gue la
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Aplicacié del GRADIENT: Calcul de les DERIVADES segons un vector.

Anem a veure que, sota certes condicions de regularitat, les derivades d'una funcié escalar es

poden calcular a partir del vector gradient.

Teorema: Siz = f(¥) = f(xy, ..., %,) ésdiferenciable enun puntd = (ay, ...,a,) € Domf del

seu domini, les derivades segons un vector i = (uy, ..., U, ) s6n iguals al producte escalar
del gradient de la funcié en el punt pel vector. Es a dir:

oft@) 0}‘(5)) U@

ox, ' 0xy 0x,

of@)
7, Pl

fit) =Vf(&)-ﬁ=< -

A més, les derivades direccionals associades a la derivada d'una funcié en un punt segons un

vector son iguals al producte:

R S
fa (@) = Il fa(@-m

[

Exemple: Donada la funci6 escalar z = f(x,y) = % calcula la seva derivada en el punt

(10,3) segons el vector (13, —7), i la derivada direccional associada.

2.1.4 DERIVACIO DE FUNCIONS COMPOSTES.

Donada una funcié z=f(x, y) i les variables x i y estan definidas per : x=x(u, v) i y=y(u, V)

9z 0z dx 0z Jy 0z 0z 6x+az dy
du 0x OJu 0y Ou ov dx dv dy ov
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Exemple: Donada z = f(x,y) = 2xy + xy?, on les variables x i y estan definides per:
x=x(wv)=u’+viy=y@,v)=2u—v?

calcula el gradient de la funcié composta z = z(u, v) en el punt (u, v) = (1,1).

Ejemplo Dadas
la funcién
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2.1.5 DERIVACIO DE FUNCIONS IMPLICITES.

Val a dir que les funcions escalars implicites sén funcions on la relacié entre la variable
“dependent” i les variables “independents” ve expressada de forma implicita. Per exemple,
I'equacié:

2xz% —3xy + 5yz =4
defineix “implicitament” la variable z en funci6 de les dues variables x i y que hi romanen.

Aquest fet el denotarem per z = z(x, ).

En general:

Definicié: Diem que una variable z ve definida “implicitament” per n variables xq, ..., x, si
existeix una equacié funcional de la forma:
F(xy, .., xp,2z) = 0.
En aquest cas a la funcié:
z=2(Xq, e, Xp)

que es troba “implicita” en I'equacié, li direm funcié implicita.

En molts casos sol passar que la variable implicita z no es pot “explicitar”, és a dir, no es pot
aillar de 'equacié funcional que la defineix. Malgrat aixo, sempre podrem calcular les seves

derivades parcials i, en aquest sentit, caldra tenir en compte el teorema segtient:

Teorema: Sil’equacié funcional:
F(xq, ., %n,2) =0
defineix implicitament la funcié:
(., ... &)

aleshores la derivada parcial i-esima de z = z(x, ..., x,) pot calcular-se a partir de la

(aF>
0z axi .
=— ,peratoti =1,..,n

> (&)

formula:

Exemple: Donada I'equacié:
2xz? — 3xy +5yz =4

que defineix la variable z com a funcié implicita de x i y, ésa dir, z = z(x, y):
1. Calcula el seu gradient en el punt G, 0) sabent que z G 0) =2.

2. Trobal’equacié del pla tangent a la funci6 implicita en aquest punt.
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Calcular % siendo f(z,y) = z* — y* y considerando que y=y(z)

2.1.6 DERIVACIO

en el punt. Es a dir:

(@) 9*f(@)

- 2
0x;

Exemple: Calcula en el punt (1, arcials segonesde z = f(x,y) = x - Iny.
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DERIVADES PARCIALS segones creuades i teorema de Schwarz.

Val a dir que la matriu hes er quadrada, pot ser simétrica si les derivades

parcials segones “creuades” co

f@ _ 0@

Bxlaxj - ijaxl '
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Exemple: Calcula la matriu hessiana de la funcié z = f(x,y) = x - Iny en el punt (1,1).

x-y 4 3 1
= homogenia de graum = 3.

En economia decimo
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Ejemplo Comprobar si es homogénea e indicar el grado de homoge-
neidad de la siguiente funci6n:

2,2
flz,y) = ;_+yy2-

Teorema de EULER

ctivament, els intputs del capital i
100 unitats i L = 50 unitats:

2. Provaquela fu i6 és una funcié homogenia de graum = 0,9.
3. Calcula, a partir de ior, el nou output aixi com l'increment relatiu associat
si els dos inputs creixen
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PROPIETATS de les FUNCIONS HOMOGENIES.

Exemple: Donada la funcié:

1. Prova que és una funcié homogenia i determina e

2. Quin seria el grau d’homogeneitat de les funcions deriv.
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EXERCICIS FUNCIONS REALS DE N VARIABLES

. Representa graficament el domini i les corbes de nivell de les funcions escalars:

a. z=x%.y%,

x—
b. ==
x+y-2

2xy
x2+y2—4"

. Determina graficament la 1-corba de nivell de la funcié z =

. Calcula la norma del vector gradient de:
2
a. z=x*+ y? en el punt (2,1).

b. u = 4y? + cos(z — x) en el punt (0, n',g )
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5. Calcula la derivada direccional de la funcié z = f(x,y) = In(x - y) en el punt (7,2) segons

el vector i = (—1,5).

6. Trobal'equaci6 de la recta tangent en el punt (2,1) ala corba en el pla y = y(x)
implicitament per I'equacio:

x3 +x%y — 2y? — 10y = 0.

7. Provaque f(x,y) = In((x — a)
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