1.2 ESPAI EUCLIDEA. FORMES QUADRATIQUES

1.2.1 PRODUCTE ESCALAR: DEFINICION | PROPIETATS
Definicio:
Com veurem a continuacio, el concepte algebraic de producte escalar ens permet introduir nocions “meétriques” en un espai vectorial real.

El producte escalar de dos vectors xiy € R"és igual a I’expressio:

y‘ n
X-y=(X.. xn)-[ 8 ]=x1y1+~-+xnyn =Y xy R
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Exemple
Calcula el producte escalar dels vectors (1,0,-5) 1 (5,-2,1)

Propietats:
Communtativa:

Pseudoassiciatiu:
Positivitat:

1.2.2 NORMA D’UN VECTOR: DEFINICIO | PROPIETATS

La norma del vector x € R" és igual a I’arrel quadrada del producte escalar del vector per si mateix:

ol =45 % =i+ ]

Com a propietats generals de la norma destaquen:

o |¥|20. Amés, |x|= 0t %0, xf

. ”l : ,\7“ = |/1’ i ”";” per a tot escalar 2 eR. R e =%, %) Ty XElnxe,x;)

o Desigualtat triangular: ”i + )7” < Hi“ + || }7”
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o Desigualtat de Schwarz. ‘,\7~ }7’ < ||A; ||||)7 "
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—- X és un vector unitari.
¥

o Six¥=0,el vector



Angle entre vectors:

La desigualtat de Schwarz fa possible introduir la nocié de cosinus d’un angle. En concret, el cosinus de I’angle a entre dos vectors x i y no

nuls és igual al quocient:

X

=~ -y. .
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cosa =

El cosinus d’un angle ens permet “redefinir” el producte escalar en funcio de les normes dels vectors ja que:

x-y = |- 7| cosa

Exemple Troba I’angle a que formen els vectors x= (1,1,0)i ; =(2,9,6).

1.2.3 DISTANCIA: DEFINICIO | PROPIETATS f~_
Per definicio, la distancia entre dos vectors ;i ; € R", ve definida per la norma de la seva diferéncia, és a dir: o Jf - ~So’
-y | P |
d(x.y)=|¥-/| | hor s
5 I#-71
Graficament, la distancia entre dos vectors , ; i ; (o, alternativament, entre els dos punts extrems P Q, associats) seria: 5 JJ
Q

Exemple Calcula la distancia entre els vectors: ; =(3,-201) i}—;: (1,- 4,0,2).

Donats els vectors @ = (3,0,4) i 7 = (—1,-2,3) , es demana

a) [0,5 punts| Calculeu la distancia entre els dos vectors.

b) [0,5 punts] Calculeu I'angle format pels dos vectors.



Vectors i bases ortogonals i ortonormals:

Si ens fixem bé en la formula del cosinus, veiem que I’anul-lacié del producte escalar fa possible expressar formalment la nocio de vectors
-

-

perpendiculars. Aixi doncs, diem que dos vectors no nuls , x,y € R" son ortogonals (o també perpendiculars) si el cosinus de I’angle que
formen ¢és igual a zero.

El concepte d’ortogonalitat dona lloc de manera natural als conceptes de base ortogonal i ortonormal. En efecte, una base d’un espai
euclidia és:

- Ortogonal si tots els vectors que la formen son ortogonals dos a dos.

- Ortonormal si és ortogonal i, a més, els seus vectors son unitaris.

Exemple

3 .. L . .
Troba una base ortonormal de R™ que contingui els vectors unitaris associats als vectors ortogonals (1,0,-5) 1 (5,-2,1).

1.2.4 NOCIONS TOPOLOGIQUES BASIQUES

Bola Oberta d’un espai euclidia
Acabem de veure com el producte escalar fa possible definir formalment el que s’entén per distancia entre dos vectors (o punts) d’un espai

euclidia.
Doncs bé, és precisament aquest concepte metric el qué fonamenta el de bola oberta, la primera de les nocions topologiques que haurem de
considerar. Per definicio, la bola oberta de centre un punt “P” i de radi “r > 0" és el conjunt de punts (o de vectors) que es troben a una

distancia de P més petita que r . Aixi doncs, un punt o vector ; er" pertany a aquesta bola oberta si:
d(x,P)=|jx - P|| < r
Exemple Determina la bola oberta del pla de centre P= (—1,0) iradir = 2. y

-3 1
(-10)




Punt interior, punt exterior i punt frontera d’un conjunt
Notem que, en general, un punt d’un espai euclidia es pot relacionar de tres maneres diferents respecte qualsevol subconjunt de I’espai

Graficament:

(]

o

En aquest cas direm que P, és un punt interior, P, un punt frontera i P; un punt exterior de S. En general
1. Punt interior d'un conjunt S c R” si existeix una bola oberta de centre P

continguda en 5.
2. Punt exterior d'un conjunt 5 c R” si és interior al seu complementari.

3. Punt frontera d'un conjunt de S c R” si qualsevol bola oberta de centre £

conté punts interiors i punts exteriors a S.

Exemple

Determina graficament els punts interiors i frontera de
2 2 2
S={(x,y)ER:1<x +y < 2}

1Y
WY

Conjunt Obert i conjunt tancat
En general, pero, poden haver-hi punts de la frontera d’un conjunt que hi pertanyin i d’altres que no. En aquest sentit, i com a casos

extrems, tenim els conjunts oberts i tancats. Per definicio, un subconjunt de R" ésun conjunt

1. Obert si no conté cap punt de la seva frontera.

2. Tancat si els conté tots.

Exemple

Determina graficament si son oberts o tancats els conjunts: :
; 7

a. S={(xy)eR:1<x*+y* <2}

b. S={(x.y)eR:(x-5) +y<1].

c. S={(xy)eR:ix+y=lx,y>0}.




Conjunt acotat i conjunt compacte

Un subconjunt de R" ésun conjunt:
1. Acotat si existeix una bola oberta que el conté.

2. Compacte si, a més d’acotat, és tancat.

Exemple

Determina graficament si son acotats i compactes: -
T 57

a. S={(xy)eR*:1<x*+y* <2}

2 A
b. 5:{(X,y)e]R2:(X—5) +y<1} 2 ° 4 i
Segment entre dos punts i conjunt convex ‘[
Un conjunt SER"és un conjunt convex si conté tots els seus segments possibles. Sempre ho farem a partir de la representacio grafica. : 4‘[
2 = ]
)

1.2.5 FORMES QUADRATIQUES: DEFINICIO | PROPIETATS

Formes quadratiques i classificacié

L’aplicacio definida per:

R°® —5R
(X, X%, %5 ) —— F (X, %, %) = 3x7 + 4xF +3x7 +2x.X, — 2x,X,

Es una forma quadratica sobre R™. Ara, si considerem la matriu simétrica donada per :

3 10
A=l1 4 -1
o -1 3

Que té per elements de la diagonal els coeficients de x,%,x;” i xy°, i per terme a; el coeficient del producte x;°x;, en aquest ordre:

3 1 0)(x
(X 2x,x5) | 1 4 —1|| X, | =3x7 + 4x7 +3x7 + 22X — 2x,X; = F (X, %, X;).
0 -1 3)(x

Una aplicacio és una forma quadratica si existeix una matriu quadrada i simétrica A d’ordre n de manera que:

X,

1 n
= 29X
d. == g X =

1n nn n

a, .. a,



Signe d’una forma quadratica

1. Definida positivasi f(x)>0, per a tot vector X e R” ho nul.

2. Definida negativasi f(x)<0, per a tot vector x € R” ho nul.

3. Semidefinida positiva si f(x)20, per a tot vector X¥eR". A més, ha
d'existir un vector y € R” no nul tal que #(y)=0.

4. Semidefinida negativa si (x)<0, per a tot vector ¥ eR". A més, ha
d'existir un vector y € R” no nul tal que #(y)=0.

5. Indefinida quan no sigui cap de les anteriors, és a dir, quan existeixin dos

vectors no nuls X,y e R” amb 7(x)<0i £(y)>0.

Exemple

Prova que la forma quadratica: 7(x.y.2)=x"+y*+2°-2xy s semidefinida positiva.

Meétode de classificacié per menors principals
Relaci6 entre el signe d’una forma quadratica i menors principals
¢ Definida positiva si i només si tots els menors principals de Asén >0.
¢ Definida negativa si i homés si tots els menors principals d'ordre parell de
A sén >0 iels d'ordre imparell sén <0.
¢ Semidefinida positiva si i només si tots els menors principals de A sén >0,
amb detA=0.
¢ Semidefinida negativa si i només si tots els menors principals d'ordre parell
de A sén >0, els d'ordre imparell sén <0 i detA=0.

e Indefinida en qualsevol altre cas.



Exemple

Calcula el signe de la forma quadratica de matriu associada:

-5 3 1

A= 3 -2 O

1 0 -3
Exemple

[1 punt| Classifiqueu la forma quadratica

Q(z,y,2) = —5a® — 2y2 - 422+ 2zy — 4xz



EXERCICIS DEL TEMA: ESPAI EUCLIDIA

Donats els vectors x =(2,1,1) i/ y =(3,-2,2), determina: a) E/ seu producte

escalar. b) Les normes associades. c) Els vectors unitaris que hi estan

associats. d) Langle o que formen. e) La distdncia entre ells.

Demostra que dos vectors ortogonals son sempre linealment independents,
i determina una base ortonormal de R® en la gué formin part els vectors

unitaris associats als vectors ortogonals (1,-3,2) 7 (-1,3,5).



Estudia grdficament si el conjunt S ={(x,y)eR®:y+x*<2x,y>05x|

és obert, tancat, acotat, compacte i/o convex.

Troba el signe de les formes quadratigues:

a. f(x,y.z)=2x°+3y*+22* +2xz.
b. F(x.y.z)=x*+2y*+2°-2xy+2yz.

c. F(x.y.z)=-3x*-4y*-32°+42xy +4yz.



Determina el signe de la forma quadrdtica:

Xry vt -xy-xz-yz

f(x.y.2)

=5y},

{(x.y.z)eR*: 2

restringida al subespai S




