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T1. OPTIMIZACION CON RESTRICCIONES DE IGUALDAD

1.1 Planteamiento formal del problema.

Consideramos el problema lagrangiano (PL) siguiente:
‘" e
(Optimizar f(x) 4 S
gl (x) = bl ]

PL ) .
sujetaa q...c.en... n m}\‘\a;.,s"n‘a =

Observacion: Nuestro objetivo en este tema es dar a conocer las principales técnicas que permiten
resolver un PL dado. Durante este tema veremos tres métodos de resolucion de un PL:

- Meétodo directo (se puede aplicar cuando podemos parametrizar el conjunto factible F),
- Método gréfico (se puede aplicar cuando n=2y m=1),
- Meétodo de Lagrange (se puede aplicar siempre).
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1.2 Método Directo

Este método se puede aplicar en el caso en que podamos parametrizar el conjunto factible
F= {(xl,...,xn) eA| &(x,...x)=b,....8,(x,....x,) :bm} del PL; es decir, si en el sistema de m

ecuaciones y n incégnitas dado por las m restricciones del PL podemos despejar (globalmente) m de
las incégnitas, X 5o, €N funcién de las n—m incOgnitas restantes ux; e X (que actian
entonces como parametros):

x, =G, (% L...x ).

En este caso, el PL es equivalente al problema de optimizar (de forma libre —ver la asignatura de
Matematicas I-) la funcion h(x; .....x; ) obtenida al substituir en la funcion f(x,...,x,) las

incognitas x, ,...,x; por las expresiones dadas en (*):

h(x. ...,xin) = f(x,...,x,)

b
Ul

)
Ejemplos. Resolver los PL siguientes utilizando el método directo:

1 Maximizar f(x,y):=xy
" |sujetaa  2x+y=100. — 4= deo - 2%

hiy = % (A0S -u} = ASaX — 2.x*

*@\‘Lx\ — A0 _2-2ZK = A0S _4X = O

Ao -4 — O —s 44X = AO0Q — X = ASS -2

4
- X= 28
P25, 3)
-\-1=/1°0-2'Z$:./too-—80=-§‘13
.&\“ (K\ = - 4 <O —s 'P( ZSISQ) =5 (L) Ltai&ime

L(as150) = 2530 = {.280
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MATEMATIQUES I

(Grau ADE-Q2) 20/juny/2016

Model 33
Enunciat de les preguntes 2i 3

Donat el segiient problema matematic d’optimitzacié amb una restriccié d’igualtat:
Optf(x,y) = x*+2)°

sa. x+y=1
2. Llavors, es pot afirmar que el problema:

(a) té un minim condicionat, (b) té un maxim condicionat,
(c) té un punt maxim i un punt minim, (d) no té cap punt optim.

3. En el problema matematic d’optimitzacié enunciat, es verifica que:
‘. _ 4
(a) el valor maxim de f'(x,y) ésiguala —,

2
(b) el valor maxim de f(x,y) ésiguala =,
— — 2
(c) el valor minim de f(x,y) ésiguala —,

(d) cap de les anteriors afirmacions és certa.

X . SCK) &1) = x* 4 2.\.'7'
D.a . X—‘c'/\z A \Iz A—X
T
h(xy = &+ 2(A-%x) = XTa2U4+—2x) =
= X 4 2 a2 _ 4% = &T_ 4x 4 2
Ax)y =32 _ 4 =26x_4=0_, bx=*2%
XK= 2
x= % 6 3
3 2 y
:/\—2':. -2 ———— P(Z/ 4/
1 NS 3 3 =7 3>

AUy = >0 o (7%, %) es an Madas

S = _ 4 A &
7/
NOVA =,
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MATEMATIQUES Il (Grau ADE-Q2)

El punt on el problema assoleix el minim és:

(a) (x:O,y=O,Z=O),
() (x=2,y=1z=0),

S

1

K-

X =

-
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2. Donat el problema d’optimitzacié (aconsellem resoldre’l pel metode directe):

Min. f(x,y,2)=x>—y" + 2"+ xy—20x + 62

sa. x—2y=0

=

£C08) = (@9) -+ 2T+ 29y - 20(24) +e3

= AyF -y a2t 4 2P _dey 4 e

(b) (x:8,y=4,Z:—3),

(d) cap dels anteriors.

= 3«17'_ 4OL(+%1+ [

2 —l—{c =0 ., 2Z2=-6

2

-3

41

§e4

" [
Cm=40 Swa=o
Sz

10;1 = {4 =%

$22

(R4

=4
1

o
- '%‘—‘—i:—g
2=

) ’g) —>\-’-LI(\~LNVL°

L0 o
(0 0)

(= 2
\H]=|/\—,_=ZQ>O

h,>0

hlzf;l<0

Méximo relativo

hy=f >0

Minimo relativo

h,=0

Caso dudoso. Donde no llega a ninguna conclusion

h,<0

Punto de silla. No hay extremo
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h,=f .<0 Maximo relativo , N S

h,>0 ' ff, DZX ThVe
h,=f .>0 Minimo relativo bz_? Pﬁ\»}\\/@.

h,=0 Caso dudoso. Donde no llega a ninguna conclusiéon

h,<0 Punto de silla. No hay extremo

MATEMATIQUES Il  (Grau ADE-Q1) 15/gener/2016 Model 11

2. Donat el programa seglent (aconsellem resoldre’l pel métode directe):

Opt. f(x,y,z) =2x" -3y’ -4z’

sa. x+z=1

(a) No té solucié: ni maxim, ni minim.
(b) Té dos optims.
(c) Té un maxim condicionat o restringit en el punt (2,0,—1).

(d) El punt (2,0) és un minim relatiu.
Sea —5 2 =A_NK
fex,q) = 262 = 34*_ 4 (A=) = 2x*_ 24P 4(44+@-2x)=

= 2XF_Bqr_ A —AxT 48K = _2x*, 8K e B

{'x = —2:2%x 4 = _4x 1% =0 .,4x=?_,><=§}_=z
X‘w:_&-Zt—':-b\T:O — L»lzo

PC2,0,-2) — }q.éx;mno

\\ _ " _4@
Xk = —4 SXV:O _H:(Q——{e>

Syx = © =k Hl=h, =24 >0
§ 9 \ L > }3;28

LT R
’&\4:-440 )
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1.3 Método Grafico

Este método se puede aplicar cuando n=2 y m=1:

PL Optimizar f(x,y)
sujetaa  g(x,y)=b,

y nos permite determinar el nimero de 6ptimos del PL. dado a partir de los dibujos del conjunto
factible F = {(x, y) € A| g(x,y)= b} y de las curvas de nivel k € R de la funcién objetivo f(x,y) (es
decir, de las curvas con ecuacién f(x,y) =k, con k € R). En los puntos de tangencia de una curva de

nivel con el conjunto factible se encontrardn los 6ptimos del PL. Sin embargo, este método grafico no
nos da los 6ptimos del PL.

Conjunto factible: X+ y2 =1; curvasde nivel: xy=k (k==x1,£1/2,+1/4,£1/8).

Con la ayuda de la Figura 1.2 vemos que el PL tiene exactamente dos maximos (uno en el primer
cuadrante y otro en el tercero) y dos minimos (uno en el segundo cuadrante y otro en el cuarto). No
obstante, este método grafico no nos da los maximos ni los minimos del PL.
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EXAMEN MATEMATIQUES II (Grau ADE-Q2) 20/juny/2016 Model 11

1. Donat un problema d’optimitzacié amb una restriccié d’igualtat:
Opt. f(x,)
s.a. g(x,y)=b,

el seglient dibuix mostra la representacié grafica de la restriccio g(x,y)=> id’algunes
corbes de nivell de la funcid objectiu pels valorsk =1, 2, ,4,6i 7:

Aleshores, podem afirmar que el valor minim condicionat de la funcié objectiu
s’assoleix en:

(a) els punt AiD, (b) el punt B,
(c) el punt C, (d) el punt E.
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MATEMATIQUES Il (Grau ADE-Q1) 15/gener/2016 Model 11

1. Donat el problema d’optimitzacié amb una restriccio d’igualtat:

Opt. f(x,7)=x+y

s.a. (x—l)2 +(y—l)2 =1
el dibuix seglient mostra la representacio grafica de la restriccié i d’algunes corbes de
nivell de la funcio objectiu, C,:

N\

k=1

Quina de les seglients afirmacions és correcta?

(a) La funcio objectiu assoleix el seu Unic minim condicionat al punt A.
(b) La funcid objectiu assoleix dos Unics minims condicionats als punts (0,1)i (1,0) .X

(c) La funci6 objectiu assoleix el seu tnic minim condicionat al punt (L 1). x_
(d) La funcid objectiu assoleix el seu Unic m)ﬁm condicionat al punt B.
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EXAMEN MATEMATIQUES II (Grau ADE-Q2) 20/juny/2016 Model 33
Cognoms Nom

1. Considerem el seglient problema de maximitzaciéo amb una restriccié d’igualtat:
Max. f(x,y)
sa. 2x—y=0
El segiient dibuix mostra la representacio grafica de la restriccio i de les corbes de nivell
C, :{(x,y):f(x,y):k} de la funcié objectiu f per k=1,k=2,k=3 i k=4:

2r—y=10

T T T T T T T T T
3 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Aleshores, podem afirmar que el valor maxim condicionat de la funcié objectiu
s’assoleix en:

(a) el punt A, (b) el punt B,
(c) el punt C, (d) el punt D.
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1.3 METODO DE LAGRANGE
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Este método consta de los siguientes pasos:
Paso 0. Escribir la funcién lagrangiana asociada a nuestro PL:

Lix, )= f(0) -4 - (&(x)~b) ~...= 4, (g, (x)-b,),
donde x:=(x,....x,) y A:=(4,....4,).

2" m

Paso 1. Hallar los puntos estacionarios de la funcién lagrangiana L(x, A4). Asi, los puntos formados por

las n primeras coordenadas de estos puntos estacionarios son los Uinicos candidatos a resolver el PL.

Paso 2. Clasificar cada uno de los candidatos obtenidos en el paso 1, utilizando para ello las

condiciones suficientes de segundo orden local o global de abajo.

Condicion suficiente de segundo orden local

Supongamos que (a,A):= (a,....a,, *,...,ﬂz,) es un punto estacionario de la funcién lagrangiana
o8, 08,
—_— a o —_— a
ox, (@) Gxn( )
L(x,A) asociada a nuestro PL y que el rango de la matriz Jacobiana Jg(a) = : :
%8u gy .. By
OX, ox

n

es igual a m . Consideramos la matriz hessiana, respecto de las variables x:=(x,,...,x,) de la funcién
lagrangiana anterior:

’L L
8x12 Ox,0x,
H L(x,A) = : - :
O°L O°L
0Ox,0x, - ox,’

(a) Si la forma cuadratica con matriz asociada HXL(a,/I*) es definida positiva, entonces a es un
minimo local del PL.

(b) Si la forma cuadratica con matriz asociada HXL(a,/i*) es definida negativa, entonces a es un
maximo local del PL.

(c) Supongamos que la forma cuadrdtica con matriz asociada H IL(a,A) es indefinida.

Jg(a)-x' =0}.
(c1) Si la forma cuadrética con matriz asociada H L(a, 1) restringida a S es definida positiva,

entonces a es un minimo local del PL.
(c2) Si la forma cuadratica con matriz asociada HxL(a,/l*) restringida a S es definida

Consideramos el subespacio de direcciones factibles definido por § = {xe R"

negativa, entonces a es un maximo local del PL.
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Interpretacion econémica de los multiplicadores de Lagrange
Nos planteamos como variaria el valor 6ptimo de nuestro PL si varidsemos ligeramente los términos
independientes de las restricciones b,, ..., b, , permaneciendo fijos el resto de datos del PL (la funcién

m?

objetivo f(x) y los primeros miembros de las restricciones g,(x),...,g, (x)).

Sea x =(x/,...,x,) un Optimo de nuestro PL, con multiplicadores de Lagrange asociados
A =(A,...4,). Asi, cada x; =x(b) (i=l...n) y cada A, =2(b) (j=1..,m) dependen de
b= (b,,...,b,). Por tanto, el valor 6ptimo del PL V(b) := f(x,(b)....,x, (b)) también depende de b.

Entonces la variacién del valor 6ptimo es:
AV (b) =V (b+Ab)—V(b) = A, (b)-Ab,+---+ A (b)-Ab, = 1 (b)-Ab

m

donde Ab:=(Ab,...,Ab,) y cada Ab, representa una variacion “pequefia” en valor absoluto de b, ; en
otras palabras, V(b+Ab) =V (b)+ A (b)-Ab.

A>o = AL = D4 A o2 SpKme
A<D — N 4 = VA. 1 2R o/?’}\'/w\o
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EXAMEN MATEMATIQUES II (Grau ADE-Q2) 20/juny/2016 Model 33

Enunciat de les preguntes 4i 5
La funci6 de producci6 d'un article a partir dels factors productius x i y és
q(x,y) =40x+120y —x* —12)°. Els preus unitaris dels factors x i ysén p =1€i p =4 €. El

pressupost destinat als factors de produccié es de 33€ i es vol gastar en la seva totalitat. Es
vol determinar les quantitats x i y que maximitzen la produccié.

4. Elpunt (x,y;A) que satisfa la condicié necessaria d’optim de la funcié de Lagrange és:

(a) (21,3;-2), (b) (17,4;6),
(c) (13,5;14), (d) cap de les anteriors.

bax * a(x, ) = 4or \zog.l_xz_ 2>
S.o A'X—‘r4\.(:33 5 X+4dy-23 =0

J:ijj , A) = 4ox « 2oy Xy A (X 4y -32)

2 _ 40 _2x L= >,l=4c>-z(
2K
2l = A2 _ 42.2¢q _4d=10-24y_4l=0 A= 4202949
&:—( 7(+4L1-%3):_>(__4(_‘+33:0 — SO_Q,T
2N
DO -2K = 20— - —2X = 20-ky-40
* T -\—2—)(:.\./(0.\?67 —»X:A%:
X:S‘\'&‘-/ — S+37
—5'37-4H+&%=Q
- XK -4y 132=0
3 x v A
X =S4349=4%* P(A%/ 4} /A

A= 4q4o-243=(L
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5. Si el pressupost destinat als factors productius s’augmenta en 1€, la variacié de la
produccié maxima:

(a) augmentara, aproximadament, en 6 unitats,
(b) disminuira, aproximadament, en 14 unitats,
(c) disminuira, aproximadament, en 6 unitats,

(d) augmentara, aproximadament, en 2 unitats.

A= s N4 = AN A= AG = NG
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MATEMATIQUES Il (Grau ADE-Q2) 20/juny/2016 Model 11

Enunciat de les preguntes 3,4i5
La funcié de beneficis d’una empresa que comercialitza dos productes A i B, ve

determinada per B(x,y):80x+4y—300, essent x i yel numero d’unitats a produir i

vendre dels productes A i B respectivament.

Si I'objectiu de I'empresa és maximitzar els beneficis havent de complir la restriccié
x> +y =150, es demana:

3. Elnumero d’unitats a produir i vendre de cadascun dels productes A i B, per tal de
maximitzar els beneficis subjectes a la restriccié enunciada és:

(@) x=28 i y=635, (b) x=9i y=69,
(c) x=10, y=50, (d) no hi ha maxim.

4. Sila restriccié del problema passa a ser x>+ y =151, llavors el valor dptim de la funcié:

(a) augmentara en 1 unitat, (b) disminuira en 4 unitats,
(c) augmentara en 4 unitats, (d) disminuira en 1 unitat.

5. Elgradient de la restriccié avaluat en el punt critic o estacionari del problema és:

(a) (LD, (b) (20,1),
(c) (56,1), (d) (18,1).

WET DaEae Bk, q) = 8ox +4y — 200 Sw XtAq =150

\(: Ao —xt B(x) = 8ox r 4 (Ao - ) —2300 =
= Bor + e -4 X - 200 = FOK —4XE + 200

BO‘) ~8X =0 — KN =40 _ vy = ASO — At =So
— 3y P(40,50) &5 v Mxlwio

Boa = -v<e NOVA
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3. B ) = 30K + 4y _ 20
Sae » Kiay=Aso — Xy

ASo = o

Ik 2) = Bor +4q —20 —d (*" ry —430)

i:?o —_ 2)((\ = QO NL_‘ ?O-.Z,X-4:O
SK o —8BXx =0 — X =52 _ 4o
3
<4
9«5_ — _>< __\1 4+ 4180 = | 5 -4.o?'_\1+ASQ=Q
a A ’
— 100 _‘-‘+/($Q=Q
X =40 ~ T A _<7+5c>:ok—(=$<>
L.l = So PC/.LQ, So/4)
S =4

4. A=94 =5 DA 5 AAd =5 AMM-A 5 AG wikk

. \/? 3

(O)Q
Vo = (&%, &) - S)> (&, 2)
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EXAMEN MATEMATIQUES II (Grau ADE-Q1) 15/gener/2016 Model 11

Enunciat de les preguntes3,4i5
Els beneficis de I'empresa V que obté al comercialitzar els productes A i B, vénen
determinats per B(x,y)=2x+4y, essent x i yel numero d’unitats a fabricar i vendre

dels productes A i B respectivament.
Si I'objectiu de I'empresa és maximitzar els beneficis havent de complir la restriccio

x> +4y* =800, es demana:

3. El ndmero d’unitats a fabricar i vendre de cadascun dels productes A i B, per tal de
maximitzar el beneficis subjectes a la restriccid enunciada és:

(a) x=20, y=10, (b) x=10, y =20,
(c) x=+20, y==10, (d) x==10, y==20.

4. El gradient de la restriccié que permet calcular el vector de la direccid factible o
permesa és:

(a) (20,160), (b) (40,80),
(c) (80,40), (d) (100,1600).

5. Sila restriccié del problema passa a ser x> + 4y* =810, llavors el valor optim de la
funcioé:

(a) augmentara, aproximadament, en 0’5 unitats,
(b) disminuira, aproximadament, en 5 unitats,

(c) augmentara, aproximadament, en 2 unitats,
(d) disminuira, aproximadament, en 0’5 unitats.
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S. Blx)q) = &K 4y

Q.o - x4 4‘17' = ¥o0 _, Xl—\c 4L—[L_?QQ =0

dlx,q,A) = ax+4y - d (x7+ 44t 7o)
NEE - 2 _ 2XA =0 )

-2z _ |
LXK 2 2K X
ak
2§ - 4_%qyd=0 s A= 4 _ A4
&.L\ ‘8‘1 2y
QY - X+ 4k1?'+?QO - O J
KA
“ ety T X éfxzz" 75_(2%)”‘—4%’-*8&&
2 _
-XT-44qt 4§S0 =0 _4\17’_4'17'4-?00:0
\1=+AO )

_‘_ZLIZ = .’.?OD

[ P(aes 8o, dlog) = aseyy=fien

=% 10

<. A=0ocoes ANAo = No .- A

N Ao: olos =5 AS'S
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